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J.-L. Colliot-Th616ne et W. Rask ind  mon t r en t  dans [ C T - R ]  (1.7) que sur une 
vari6t6 connexe propre  et lisse X sur un corps s6parablement  clos k, l 'appl icat ion 
naturelle H~ ~f'z)~H~ 3fz/d" ) est nulle si # est un entier premier  fi la 
caract6ristique de k. Leur  preuve repose sur trois faits hau tement  non tr iviaux: 

1. les conjectures de Weil [D I, D I I ]  

2. l ' i somorphisme ,~"2/d n 2 | 2 ' ~t ( P , , , )  [MS-] 
symbolede Galois 

3. l 'existence d 'une injection naturelle H ~ (X, Jl2)/d"--+ H2,(X, #~ 2) [S]. 
Si k = 112, nous  disposons du faisceau de Zariski  de la cohomologie  de Deligne- 

Beilinson afff(2), du r~gulateur de Bloch-Beilinson c22:aY2-+af~(2) ainsi que 
du morph i sme  naturel  

i2 : ~ d  (2) ~ A "~2 (2) 

off 3r est le faisceau de Zariski  associ6 ~i la cohomologie  de Betti H 2 (Z(2)). 
Sachant que l 'appl icat ion compos6e 

f 2  ' ovt~ (2) ' 3 (~2(2)  ---~ J~2(TZ/ (n (2 ) )  
C22 i2 

est le symbole  de Galois  (0.5) et que ~ff2/d" --* o~2(TZ/t~n(2)) est injective (point  2 
plus haut), [ C T - R ]  (1.7) devient une cons6quence directe de l ' annula t ion  de 
l 'application 

H~ 9f~ (2)) ~ H ~  ~ 2  (2)). 

Mais ceci est un corollaire trivial de H o d g e  II  de P. Deligne [D2].  En  fait 
il suffit que X poss6de une compact i f icat ion lisse X telle que le diviseur ~ l'infini 
Y , = X - X  soit lisse, et que H 2 (X, Z(2))torsio . soit alg6brique (ce qui est toujours  
le cas si X est propre)  (1.3) 1). 

Plus g6n6ralement,  nous  consid6rons les appl ica t ions  

~ ' ~ d  (P) . ' ~ ' ( P )  
Cpp lp 

off ~ M  est le faisceau de Zariski  de la K-th60rie  de Milnor.  
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Supposons que les intersections p /t p du diviseur fi croisements normaux 
Y , = X - X  sont vides. Si HP(X, 2g(p))torsio . est inclus dans C 1Hv(X, Z(p)), le pre- 
mier cran de la filtration C" par le coniveau (voir [B] (5.13) pour cette hypoth6se), 
alors l'application Gr ~ H~(X, p)-~H~ r est nulle (1.3) 1), et en cons& 
quence la partie de H~ :Kp M) qui s'envoie sur Gr ~ H~(X, p) par cvp s'annule 
dans H~ ~ / E " )  si on suppose que le symbole de Galois est injectif pour 
p (1.5) 1). De fa~on similaire, si les intersections ( p -  1)/~ ( p -  1) de Y sont vides 
et que C a H p + ~ (X, 7]~(p))torsio n (-~ H p + ~ (X, 7]~(p))torsio n e s t  inclus dans 
C2H "+ ~(X, ~(p)) (voir (1.6) 1.7 et 2.7 pour une discussion de cette hypoth6se), 
alors l'application Gr~ H~ + ~ (X, p) --* H ~ (X, ~V(p)) est nulle (1.3) 2), et en cons& 
quence la partie de H 1 (X, ~ f f )  qui s'envoie sur Gr~ H~+ ~ (X, p) par cv, s'annule 
dans H~(X, ~ f f / # " )  si on suppose que le symbole de Galois est surjectif fi 
noyau constant (1.5) 2). 

En g6n6ral, sans hypoth6se de torsion, l'application Gr~H~+~(X,p) 
--~ H ~ (X, ~P(~(p))) est nulle (1.3) 2). 

w 0 Notations 

0.1 Soit X une vari&6 lisse complexe. Une bonne compactification X de X est 
telle que X est lisse et propre, et que Y , = X - X  est un diviseur fi croisements 
normaux. On d6note par y(v) les intersections p ~i p des composantes de Y. 

0.2 Si A est Z, II) ou IR, on d6finit F~q,=kerFVHq(X, II;)~Hq(X, ffJ/A(p)) 
off FVHq(X, ffJ) est la filtration de Hodge-Deligne de la cohomologie de de Rham 
[DE]. 

On d6finit la cohomologie de Deligne-Beilinson H~(X, A(p)) [[~] qui admet 
une repr&entation par une suite exacte 

0 --* H ~- ~ (tI2/A(p))/FPH q- 1(112) -~ Hqe(A(p)) ~ F~ q ~ O. 

On a aussi une application naturelle 

H~ (A (p)) ~ H q (A (p)). 

On d6note par ~ (p), o~fq(p) les faisceaux de Zariski correspondant pour A = Z  
et par ip: ouf~(p)~ovgV(p) l 'application naturelle. Pour tout ouvert de Zariski 
U, on a HI(U, 1)=H~ (gx), oti (9 x est le faisceau de Zariski des fonctions 
r6guli6res inversibles ([I~], (1.7)). Donc o ~  (1)=(9x---~1, off =gl est le faisceau 
de Zariski de la K-th6orie K1. 

0.3 On d6note par W la filtration par le poids sur Hq(X,•(p)) avec 
Wq Hq(X, 7Z(p))= Hq(X, Z(p)) et W_ I Hq(X, Z(p))= 0 [D2]. 

0.4 On d6note par C la filtration par le coniveau sur H~(X, p) et Hq(X~g(p)) 
avec C~ et CaimX+lH~(X,p)=O (et m~me chose pour 
Hq(X, Z(p)) (EaO]). 

0.5 On d6note par oU~ les faisceaux de Zariski de la K-th~orie de Milnor. 
On a le r~gulateur de Bloch-Beilinson cvp: ~ff~-~ o~(p), obtenu par cup-produit 
de el l :  o~ffl ,ovfd(1). Doric ivocvv est obtenu par cup-produit de iloc11: a~ff~ 
--*;,ugh(i). Si e: X , , ~ X ~ . r  d6signe l'application (continue) identit6, alors, on 
a l'application 6vidente ~ t  ~ ex (ga~, Off (9~ est le faisceau des fonctions holomor- 
phes inversibles, suivie de l'application e~ (9~ - .  R ~ e~ 2g(1) = )f'~ (1) provenant 
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~6 t  (~e n ) "~ ~t~P(7~'/~n(P)), o n  v o i t  a i n s i  q u e  de la suite exponentielle. Identifiant P | 
l 'application compos6e ~ , ) f d ( p ) ~ P ( p ) ~ g / f P ( g / f " ( p ) )  est le sym- 

s 

bole de Galois. On d6finit ker e et coker~ par  la suite exacte 

0 ~ ker e ~ )ffM/~, __, 3/re (N/[ .  (p)) ~ cokerp ~ 0 

pour  un entier premier ( et un entier non nul n donn6s. On sait que ker /  
= coker2 = 0 [MS].  

w 1 La remarque 

1.1 Lemme.  On a des inclusions 
(i) F.~ p ~ GrW (HP(X, A (p))/torsion) 

ii) F P'p+I c GrW_l (HP+ 1 (X, A (p))/torsion) 

Preuve. i) Soit 04=~FPHP(X, C ) = H ~  Q~(log Y)). Si c t ~ W J - W  j - l ,  alors 0 
4=resr~J)~H~ (j), ~2f, j )  off ,~r(j) est la normal isa t ion de Y(J), e t  resrtj~ct est 
invariant par  conjugaison. D o n c  j = p. 

ii) Soit 0 4= c~ ~ F p H p + ~ (X, if2) = H ~ (X, f2} (log Y)) ---* f2~ + 1 (log Y)). Si ct ~ W i 
�9 -- p + l  j �9 �9 __ W j -  1 alors 0 4 = resrtj)~ e H 1 (Y~ f2~j/--,  f2t~j, ), et est lnvarlant  par  conjugai- 

son. D o n c  j = p - -  1. 

1.2 Corollaire 
i) Si Y(P)= (9, alors H~(X, p)= HP- I(X, l~/TZ(p)). 

ii) Si y(e-1)= c~, alors H~+ ~(X, p)= He(X, 11;/7Z(p))/F" HP(X, 112). 

Preuve. Par (1.1), on a F ~ P = 0  dans le cas i) et F~? 'e§ = 0  dans le cas ii). 

1.2.1. Remarque. Si yte-~)=q~, alors a f o r t i o r i  YtP)=c/) et donc  par  (1.1) i), 
F~H~(X, G) s'injecte dans He(X, II;/Z(p))/FeHe(X, 112). 

1.3 Th6or6me. 1) Supposons que YtP)= ~. Alors on a un diagramme commutatif 

Grc ~ H~(X, p) '-* H~ it'd(p)) 

H p (X, 71 (P))torsion Gr~ HP(X, TZ(p)) ,-. H~ 
C ~ c~ UP(X, 7Z(p))torsio n 

Si HP(X, Z(P)),o~ion est dans C 1 H P ( X ,  ~,(p)), alors l'application naturelle composde 
Gr ~ H~ (X, p ) ~  H ~ (X, ~ P ( p ) ) ~  H ~ (X, ~fP (p)) est nulle. 

2) Supposons que YtP- 1) = (a. Alors on a un diagramme commutatif 

G - '  uP+ ~(X, p) ~ H ~ (X, ~ d  (P)) ~C ~J  -~ 

C' c~ H p+~ (X, Z(P)),o~ion Gr~HP+'(X,Z(p)) ~ H~(X,~P(p)).  
C 2 c~ H p+ l (X, ~" (P))torsion 
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Si Cl  c~HV+ I (X ,  7Z(p))torslo n est dans C2 Hp+ I(X,~,(p)), alors l'application natu- 
relle compos~e Gr~ H~ + 1 (X, p) '~, H 1 (X, ~f~(p)) ~ H 1 (X, WV(p)) est nulle. Sinon, 
elle est nulle dans H 1 (X, ~P(Q(p)) .  

La preuve est une cons6quence triviale de (1.2). 

1.4 On d6finit 
(i) _ i - ,  GricHp+i(x ,  K (p ) -  H (cpv) p)), 

pour  i =  0 ou 1, off Hi(cvv) est l ' appl icat ion 

H ~ (X, 3r ~ U ~ (X, ovf~ (p)). 

1.5 Th6or/~me. 1) Si Y~P) = (~ et si HP(X, Z(p)),o~io . est dans C 1HP(X, 7Z(p)), alors 
l'image de l'application naturelle compos~e ~x~v)v(~ H ~  ~ M ) - * H ~  ~ ' ~ / f " )  
est dans H~ 

2) Si y ( v - 1 ) =  q~ et si 

C ~ n H V + l ( X ,  TZ(p))to~io, e s t d a n s  C2HV+~(X, TZ(p)), 

alors l'image I de l'application naturelle composke 

K! 1),,v, ~ H 1 (X, ~/-pM) ~ H 1 (X, ~ff~/gn) 

s'inscrit dans une suite exacte 

H ~ (X, cokerp) ~ 0. 
H 1 (X, k e r p  ~ I ~ H o ( X  ' # fv(Z/("(p)))  

En particulier, elle est nulle si cokerp = 0 et si kerp est un faisceau constant. 
3) Si y r 1 6 2  alors l'application naturelle compos~e K I g ~ H I ( X ,  ~ )  

H ~ (X, Jfv(Q(p)))  est nulle. 

La preuve est une cons6quence triviale de (1.3). 

1.6 Nous  explicitons ici les hypoth6ses de (1.3) et (1.5) pou r  p petit. 

1. p = 2  
~) La  suite spectrale par  le coniveau 

et la propri6t6 

c Evq = H p (9~ d (r)) ~ H~ +q (r) 

HV(gff~(r))=0 pour  p > q  

permet ten t  d'6crire les deux suites exactes suivantes:  

0---, C1Hg(2) ~ H g ( 2 ) ~  Or~ ~ 0 

II II 
H 1 (ovf~ (2)) H~ (Jfd (2)) 

__, c */~g(2) 
Orc 1 ~/g (2) 
H 1 ( ~ 2  (2)) 

-~ H a  (2) ~ G r  ~ H a  (2) --* 0. 
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(1) 1 Donc K~2)=H (~{~2), et comme ~r on en d6duit que H2(2)  
= G r  ~ H~(2), et donc que 

K(o) _ H o (3r (2) - -  

/3) Si X est propre,  alors H2(7](2))torsion est toujours  alg6brique, c'est-fi-dire que 
H2(Z(2))to~io. est dans C~H2(Z(2)). Plus g6n6ralement, supposons que Y(2)=q5 
- c'est-fi-dire que Y est lisse - ,  et que les composantes  Y~ de Y v6rifient: 
l 'application 

@ 7]. [-Yi] ' H2 (X, Z(1))/ torsion 
i c~ 

est scind6e. En regardant  la suite exacte 

0 --* H 1 ()(, CE/Z(2)) , H ~ (X,  ~ / Z ( 2 ) )  --, 

--* @(U/Z(2).[Y/] r174 ' H2()('~/TZ(2)) 

on voit  que Hi(X, (E/•(2))=H1(X,(E/TI(2)). Done  l 'image de Hx(x,(E/•(2)) 
clans H~,(X, (9~n) est contenue dans l 'image de l 'application compos6e Ha~.()(, (9~n) 
= Pic X ~ Pic X -~ H~.(X, (9~n), et est donc alg6brique. 
[Se] 

7) Comme C 2 H 3 (Z(2))= 0, l 'hypoth6se (1.5) 2) signifie que H 3 (7Z(3))torsio n s'injeete 
clans Gr  ~ H3(Z(3)). Done  si X est propre  (c'est-~-dire si y(2- ~)= r ce qui impli- 
que que y(3)= ~), on a deux cas extremes: 

(i) H3(TE,)torsion s'injecte darts Grc~ et alors l 'application Hi (X2)  
-~ H ~ (Y2/(") est nulle. 

(ii) H3(Z)~or~on s'injecte dans CIH3(Z)  et alors l 'application H~ m) 
-~ H ~  ") est nulle. Cependant ,  le premier cas n'est pas tr6s vraisemblable 
[B] 5.13. 

2. p=3 
~) On a toujours  

Gr  ~ H 3 (3) = H ~ ( ~ 3  (3)). 

Pour  voir ceci, on observe que ,gcf2-e(3)= ~2-~'-1(([~/Z(3)) pour  [ > 0  et que 

On a aussi 

par le m~me argument.  
Done  

H 2  + t (,Yf2 - e -  1 (~ /7Z  (3))) = 0 pour  

Gr~ H 4 ( 3 ) = H  ~ (Jt~3 (3)) 

K(O)_ t4oty  ~ M )  
( 3 ) - - ' "  L"~ 

Kc31 ) = H 1 (X, ~3  M) 

f > o [BO]. 
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fl) Si X est propre, l'hypoth~se (1.5) 1) est un espoir formul6 par S. Bloch I-B] 
5.13. 
7) On salt qu'en g6n6ral, d'apr6s [A.H], l'hypoth6se (1.5)2) n'est pas v6rifi6e: 
elle dit qu'une classe de torsion dans H4(Z), et qui est dans C 1, dolt provenir 
d'un cycle de codimension 2. 

3. p=4 
~) O n  a t o u j o u r s  

et donc 
Gr~ H~(4)= H'  (~v~ (4)) 

(1) i M g(4  ) = H (X, ~r ). 

fl) M~me remarque qu'en (1.6) 3.ft. 
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